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1. MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE. OPERATII CU
NUMERE RATIONALE. ECUATII SI INECUATII IN
MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE

1.1. Multimi, multimi de numere.

1.2. Operatii cu numere rationale

1.3. Teorema impadrtirii cu rest in multimea
numerelor naturale.

1.4. Divizibilitatea in N, divizibilitatea in Z,

1.5. Modulul unui numdr rational.

1.6. Ecuatii §i inecuatii in multimea numerelor
rationale.

1.7. Exercitii rezolvate.

1.8. Exercitii propuse.

1.9. Probleme care se rezolvd cu ajutorul ecuatiilor.

1.1. Multimi, multimi de numere

Mulfimea este un ansamblu, o colectie, o grupare de
obiecte de 0 anume naturd, de un anumit fel.

Notatii: A, B,..., M, N,...multimi

ab,.,1,2,.. elemente
Exprimarea multimilor
A={a,b, 1,2}, enumerind elementele ei
A= {x | x cu proprietatea P}, punind in evidenta o
proprietate de care se bucurd elementele ei.
Operatii cu multimi:
1. Intersectia: ANB={x|xe Asixe B}
2. Reuniunea: AUB = {x|xe Asauxe B}
3. Diferenta: A\B={x|xe Asixg¢ B}
Proprietati
%+ Oricare ar fi multimile A si B : AUB = BUA, AnB = BNA,
reuniunea $i intersectia sunt comutative
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% Oricare ar fi multimile AsiB: A\B#B\A,
diferenta nu este comutativa.
+ Daca notam & = { } multimea vida atunci:
AUVT =A, AN =0, A\D=A, O\A=0.
% Oricare ar fi multimile A, B 51 C
(AUB)UC = AuBUC), (ANB)NC = An(BNO),
asociativitatea reuniunii si a intersectiel.
Oricare ar fi multimile A, B si C : Au(BNC) = (AUB)N(AUC)
distributivitatea reuniunii fatd de intersectie
Oricare ar fi multimile A, B si C : An(BUC) = (AnB)U(ANC)
distributivitatea intersectiei fata de reuniune

K/
L4

Multimi de numere
N=1{0,1,2,..,n,.} —multimea numerelor naturale
Z=A{..m=,.,-2,-1,0,1,2,.,1n,..} — multimea numerelor
intregi

Q={ % |a,be Z,b+#0} — multimea numerelor rationale

N* =N\ {0}, Z*=Z \{0}, Q*=Q\ {0}.
Q+:{XEQ|X>O}, Q,:{XEQIX>O}.

1.2. Operatii cu numere rationale, proprietati

Proprietatile adundarii
% Comutativitate.

Oricare ar fi numerele rationale asibavema+b=Db+a.
% Asociativitate

Oricare ar fi numerele rationale a, b si ¢ avem

a+(b+c)=(@+b)+c

¢ Existenta elementului neutru

In multimea numerelor rationale exista elementul 0

astfel incat: a4+ 0 =0 + a = a oricare ar fi ac Q,

0 este elementul la adunare.
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+ Existenta elementelor opuse
Oricare ar fi ac QQ existd —ac Q astfel incit a + (-a) = 0,
—a se numeste opusul lui a.

Proprietatile inmultirii
+» Comutativitatea
Oricare ar fi a,be Q existarelatiaza-b=b-a
¢ Asociativitatea ;
Oricare ar fi a,b,ce Q, exista relatia: (a-b)-c=a- (b-¢c)
% Existenta elementului neutru
In multimea numerelor rationale exista 1 astfel incit oricare
arfiacQ,avem:a-1=1-a=a,
1 este element neutru la inmultire.
<+ Elementele sunt inversabile in Q \ {0}

Oricare ar fi ac Q \ {0}, exista L] e Q\ {0} astfel incat:
a

1:1

ar—
a

1 ; :
— se numeste inversul lui a.
a

Proprietatea de distributivitate a inmultirii fatd de adunare
Oricare ar fi a,b,ce Q,avem:a- (b+c)=a-b+a-c.

Observatie. Daca citim de la dreapta spre stanga egalitatea, spunem
ca am dat factor comun pe a.
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Ridicarea la putere naturald a unui numdr rational

Fieac @\ {0} atunci a” =a-a-..a,n€ N*
%—.—_/
n factori

2= 1, oricare ar fi ac Q \ {0}
0" =0, oricare ar fine Q \ {0}
Oricare ar fi a,be Q* si n,me N, avem:

n n n
(a 'b)” - anbn; (%] :iClrx _am - an+m; an :am - a e an—m;
n\™ n-m
()=

1
a ™" :-}; ; (—l)n :{‘*‘

—1 daca n este nr. impar

daca n este nr. par

1.3. Teorema impartirii cu rest in multimea numerelor naturale
Oricare ar fi doud numere naturale a si b, b#0, exista
numerele naturale ¢ si r, unic determinate, astfel incat: a=b c+r
si r<bh.
Numerele naturale a, b, ¢ si r au urmdtoarele denumirti:
a - defmpartit,
b - impartitor
¢ - cat
r - rest

1.4. Divizibilitatea in N, divizibilitatea in Z
Divizibilitatea in N
Daci a si b sunt doud numere naturale atunci a este divizibil cu b
daca existd numarul natural ¢ astfel incita=b - ¢

Notatie:a:b, aeste divizibilcub;
b|a, bdivide pe a.
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Criteriile de divizibilitate in N
Un numar este divizibil cu:
2, daca ultima lui cifra este divizibila cu 2.
4, daca ultimele doua cifre ale lui formeaza un numar divizibil
cu4.
5, daca ultima cifra a lui este 5 sau 0.
25, daca ultimele doud cifre sunt zerouri sau formeazda un
numar divizibil cu 25.
3, daca suma cifrelor lui este un numar divizibil cu 3.
9, daca suma cifrelor lui este un numar divizibil cu 9.
10, daca ultima cifra este O.
100, dacd ultimele doua cifre sunt 0.

10°, ne N*, daca ultimele n cifre sunt O.

Divizibilitatea in Z
Un numar Intreg a este divizibil cu un numair Intreg b daci exista
numarul natural c astfel incita=b- ¢

Notam cu D, — multimea divizorilor intregi ai lui a :
D,={xeZ| a|x}.

Exemple: D¢ = {-6,-3,-2,-1, 1, 2, 3, 6},
Ds = {1, £5};
Do = {#1, £2, £5, +10}.

1.5. Modulul unui numir rational

Fie xe Q, notam cu |x| modulul lui x sau valoarea absolutad
a lui x
x=20

x<0

x, daca
| x|= .
—x, daca

Proprietdtile modulului:

/

% |x]|20, oricare ar fi xe Q

/

< Ix-yl=[x]y
, oricare ar fi xe Q

, oricare ar fi x,ye Q

* |-x|=Ix
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SES!
yl 1yl
% |x+y|<|x|+]y], oricare ar fi X,y

\/
4,0

, oricare ar fi x,ye Z, y20 i

% |x|=a esteechivalentcu x € {—a,a},
oricare ar fi xe Q si ac Q,
% |x|<a esteechivalentcu —a<x<a,

oricare ar fi xe Q si ac Q.
1.6. Ecuatii si inecuatii in multimea numerelor rationale
Ecuatii de gradul intdi cu coeficienti rationali

Forma generala: ax +b =0, a,be QQ, a0

. b
Rezolvarea ecuatiei: ax +b=0 & ax=-b & x=——
a

Notam cu S multimea solutiilor ecuatiei:

={xeQ|ax+b=0, a,beQ, a#0}.
Inecuatii de gradul intdi cu coeficienti rationali

ax+b>0,ax+b<0

ax+b>0,ax+b<0, abeQ, az0.
Rezolvarea primei inecuatii: (celelalte inecuatii se rezolva

analog) ‘

Forma generala:

ax+b>0 © ax>-b & 1.x>—E,daCéa>O 1
a

2. x<—2,dacéa<0
a
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1.7. Exercitii rezolvate

. Numere naturale

Sa se calculeze:
2 (27 —2%)-31+1124 112 ;
| b)(z 23°+36) (22-5%)- (3% :37 —26);
¢) (5 : 25 +2) 9% 3¢,
d) (2% :4% 437 9% 17):(31% : 9% — 7142 : 4%,

Rezolvare
a) [(32-16)-31+1124]:12=
=(496+1124):12 =
=1620:12=135.

(16-31+1124):12

b) (2¢+36): (4-25)-(3° —26)=
(64 +36): (4-25)-(27-26) =

= (64+%6)( 25)-(27- 26) 100:100-1=1-1=0.

) (5100. 2 ) 980 _ 5100 598 +2)55 80 _34 _
:(51°°~s‘)8+2) 19% 3¢ (s +2) 10% 3¢ =
=27%:9% 34 =

—075 g% _34 _ (3 ) (qz)go _ 3% 3165 . g160 34 _

=3 -3*=243-81=162.

ay R @) 4373 e a) e )0 2w 22)-
=(2%:2% 43737 +7): (3% : 3% — 714+ 2% ; 2%)=

=(2% +347):(3* =71+ 2%) = (2% +10): 10+ 2% )=1.



14 TEODOR POENARU

@ S#-se determine valorile lui X pentru care numerele de forma
23x5 indeplinnesc conditia:

a) sunt divizibile cu 5;

b) sunt divizibile cu 3;

¢) sunt divizibile cu 15;

d) sunt divizibile cu 5 si nu sunt divizibile cu 3;

e) sunt divizibile cu 3 si nu sunt divizibile cu 5.

Rezolvare
a) Numarul 23x5 avand ultima cifra 5 se va divide cu 5 pentru
orice x€ {0,1,2,3.4,5,6,7,8,9}, adica x poate fi orice cifra.

b) Calculdam suma cifrelor numarului dat:
24+34+x+5=10+x, 10+ x este un multiplu de 3 daca

x€ {2,5,8).

c) Daci 5| 23x5, 3| 23x5 si (3,5) = 1, atunci 15 | 23x5 .Deci

xe {2,5.8).

d) Scoatem din multimea valorilor lui x pentru care numerele sunt
divizibile cu 5, multimea valorilor lui x pentru care numerele
sunt divizibile cu 3:
x€1{0,1,2,3,4,5,6,7.89} \ {2,5,8}={0,1,3.4,6,7,9}

e) Scoatem din multimea valorilor lui X pentru care numerele sunt
divizibile cu 3, multimea valorilor lui x pentru care numerele
sunt divizibile cu 5
x€{2,5,8}1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} =&

- Sa se arate ca:
a) numdrul 3100 3101 4 3102 ge divide cu 13
b) numirul 5% + 5™ + 52, se divide cu 31

oricare ar fi ne N.
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Rezolvare

a) Intentiondm sd descompunem in factori numirul dat. Pentru

aceasta dam factor comun pe 3'%;

100 101 102 ~ 100 ~ 3
3190 4 3100 4 3102 - 3100 31003 3100.32 _ 310001 4 3 4 9) =

=3'9.13, evident 13 |3'" + 3““ +31%

Numarul 3'% 4 3101 4 3102 o
divide cu 397

— Da, pentruca3|3'%+ 3" +3% 13135
(3,13)=1

b) Facem un rationament asemanditor, doar ci n este un numar
natural oarecare:

5" 5™ 4= 5t 57 545052 = 5" (L+ 5450 =531
Evident, dacad unul din factorii produsulul este 31, atunci 31
divide produsul:31 | 5" - 31 + 5™ + 5™*2 oricare ar fi x N.

A — Daca n = 0 este adevér@

Da, pentru ca 5% + 5% + 5% =
% +5%=31, iar 31|31




16 TEODOR POENARU

@ S3 se arate ca-numarul:’'N'=ab51+2-ab este divizibil cu 51.
Numerele sunt scrise in baza 10.

Rezolvare
Descompunem numerele ab51 si abin baza 10:
ab51 = 10°a+ 10°b + 10 - 5 + 1 = 1000a + 100b + 51
ab =10a+b
Atunci: N = 1000a + 100b + 51 + 20a + 2b = 1020a + 102b + 51 =
=51 (20a + 2b + 1), deci 51 | N.

@ S se afle numerele de forma ab, scrise in baza 10, care
impadrtite la 27 dau restul 19.

Rezolvare
Numarul ab se poate scrie sub forma ab =27-k+19, ke N,

k=0,ab=27-0+19=19: k=2, ab=27-2+19 = 73:;

k=1,ab=27-1+19=46; k=3, ab=27-3+19=90.
Pentru k£ =4 se obtine un numdr format din trei cifre, situatie
neacceptata in problema data.

Fie x unnumdr de forma x=6-a+35, ae N. Aflati restul
impartirii lui x la 6.

Rezolvare
x=6-a+35=6-a+30+5=6(a+5)+5, rezultd ci
x=06k+5,5<6, deci restul este egal cu 5.
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Sa se rezolve ecuatiile in multimea numerelor naturale:

a) 2¥ +x =4 +1; b) 2x +3% :9% =7'% . 7%,
Rezolvare
a) 2 +x=2"+1ex=1
b) 2x +3% 3% =70 . 7% 2% 132 =72 = 2x+9=49 &
& 2x=49-9 < 2x =40 < x =20.

Sa se rezolve inecuatiile in multimea numerelor naturale:
a) 3(x+D+5(x+2)+7<3x +30;

b) 7*'x +3% <9* +49'";

) (77 +5% +3%) x +3% - (3% +5) < 9™ +49% +25% 118.9'2

Rezolvare
a)
3X+3+5x+10+7<3x+30 2 8x +20<3x+30 &

S 8x-3x<30-20=5x <10 x <2, S={0,1,2

by 7M'x+3¥ <3H* + (1) o 7x+38 <38 170 o
S T'x+3¥ 38 <72 o 7Mx <P o x<72: 7" o x<7,
S =1{0,1,2,3.4,5,6}
c)
(7130+5120+325)X+348+5_325 <(3Z)24+(72)65+(52)60+18.(33)12
& (7 +50 +37)x +3% +5.38 <38 1 710 4510 L 18.3% &
<:>(7130+5120+325)x<7130+5120+18-324—5-325
dar
18-3* -5.3 =6-3.3% 5.3 6.3 -5.3 =
3% .(6-5)=3"-1=37,
atunci inecuatia devine:
(7 +5 +37)x <7 + 5 +3¥ o x <1, S={0}



